
2026年普通高等学校招生全国统一考试
（新高考 I卷・数学）

满分 150 分 考试用时 120 分钟

一、单项选择题（本题共 8小题，每小题 5分，共 40分．每小题给出的四个选项中，只
有一项符合题目要求．）

1. 样本数据 6, 8, 4, 5, 12的中位数为 （5分）
A. 5 B. 6 C. 8 D. 9

【答案】B

解法（排序定位） 将数据从小到大排列为 4, 5, 6, 8, 12，共 5（奇数）个，中位数为正中间第
5 + 1

2
= 3个数，即 6．

评价：中位数是顺序统计量中的第 n+1
2 项（n为奇数）；务必先排序再取位置，切勿对原始无序数

据直接取中间值。

2. 已知平面向量 a⃗, b⃗不共线，且 2a⃗+ y⃗b = xa⃗− 3⃗b，则 （5分）
A. x = 2, y = −3 B. x = −2, y = 3 C. x = 2, y = 3 D. x = −2, y = −3

【答案】A

解法一（系数比较） a⃗, b⃗ 不共线，可作平面的一组基底，向量在基底下表示唯一，故对应系数相
等：x = 2, y = −3．
解法二（移项 + 线性无关） 由 (2 − x)⃗a + (y + 3)⃗b = 0⃗，因 a⃗, b⃗ 线性无关，必有 2 − x = 0 且
y + 3 = 0，即 x = 2, y = −3．
评价：“不共线”即“线性无关”，是“系数对应相等”的唯一性来源；这是平面向量基本定理最
直接的考查。

3. 已知集合 A =
{
sin 7π

6
, cos 5π

3
, tan 5π

4

}
，B =

{
−

√
3

2
, −1

2
, 1

}
，则 A ∩B = （5分）

A.
{
−

√
3

2
,−1

2

}
B.

{
−

√
3

2
, 1
}

C.
{
− 1

2
, 1
}

D.
{
−

√
3

2
,−1

2
, 1
}

【答案】C

解法（逐个化简诱导公式）

sin 7π

6
= sin

(
π +

π

6

)
= −1

2
, cos 5π

3
= cos

(
2π − π

3

)
=

1

2
, tan 5π

4
= tan

(
π +

π

4

)
= 1.

故 A =
{
− 1

2
,
1

2
, 1

}
，与 B 取交集得 A ∩B =

{
− 1

2
, 1

}
．

评价：常见陷阱是把 cos 5π
3 误判为 −1

2。5π
3 在第四象限，余弦为正，= 1

2；集合运算前先把所有元
素化到最简实数再比对。
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4. 曲线 y = 5x+ 8 lnx在点 (1, 5)处的切线方程为 （5分）
A. y = 3x+ 2 B. y = 5x C. y = 8x− 3 D. y = 13x− 8

【答案】D

解法（导数的几何意义） y′ = 5+
8

x
，于是 k = y′

∣∣
x=1

= 5+8 = 13。由点斜式 y− 5 = 13(x− 1)，
得 y = 13x− 8．
评价：切线 =“切点 +斜率（导数值）”。可用切点验证：x = 1时 y = 13− 8 = 5，过 (1, 5)，自
洽。

5. 已知抛物线 C1 : y
2 = 2p1x (p1 > 0)和 C2 : x

2 = 2p2y (p2 > 0)均经过点 (4, 8)，则 C1 的焦点与
C2 的焦点之间的距离为 （5分）
A. 12 B. 4√5 C. 6 D.

√
65

2

【答案】D

解法（代入求 p，再算焦点距离） 代入 (4, 8)：C1 : 82 = 2p1 · 4 ⇒ p1 = 8，即 y2 = 16x，焦点(p1
2
, 0
)
= (4, 0)； C2 : 4

2 = 2p2 · 8 ⇒ p2 = 1，即 x2 = 2y，焦点
(
0,

p2
2

)
=

(
0,

1

2

)
．两焦点距离

d =

√
(4− 0)2 +

(
0− 1

2

)2
=

√
16 + 1

4 =
√

65
4 =

√
65

2
.

评价：抓住“焦点坐标公式”y2 = 2px 焦点 (p2 , 0)、x2 = 2py 焦点 (0, p2)；两抛物线开口方向不
同，焦点分居两条坐标轴。

6. 已知函数 f(x) =
x+ 2

ex + a
的最大值为 1，则 a = （5分）

A. 1
2

B. 1 C. 3
2

D. 2

【答案】B

解法一（分离参数 +单变量最值） 由选项知 a > 0，分母恒正，最大值为 1即 x+ 2

ex + a
≤ 1对一切

x成立且能取等，亦即 a ≥ x + 2 − ex。令 φ(x) = x + 2 − ex，φ′(x) = 1 − ex，在 x = 0处取最大
值 φ(0) = 1。要恰能取等，须 a = 1．
解法二（切线不等式） 由 ex ≥ x + 1（等号 x = 0），得 ex + 1 ≥ x + 2，即 x+ 2

ex + 1
≤ 1，等号在

x = 0取得，故 a = 1．
解法三（直接求导找极值点） f ′(x) =

(ex + a)− (x+ 2)ex

(ex + a)2
=

a− (x+ 1)ex

(ex + a)2
。设 f ′(x0) = 0，则

a = (x0 + 1)ex0，代入 f(x0) =
x0 + 2

(x0 + 2)ex0
= e−x0 = 1 ⇒ x0 = 0，从而 a = (0 + 1)e0 = 1．

评价：三种解法本质都用到指数切线不等式 ex ≥ x+ 1，其中解法二最快。

7. 一百零八塔位于宁夏回族自治区青铜峡市，该塔群共有 108座塔，依山势自上而下排成 12行，
第 i行塔的座数记为 ai (i = 1, 2, . . . , 12)，其中 a1 = 1, a2 = a3 = 3, a4 = a5 = 5，且 a6, a7, . . . , a12
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是首项为 7、公差为 2的等差数列．将 a1, a2, . . . , a12分为 6组，每组 2个数，使每组之和可构成项
数为 6且公差为 d (d > 0)的等差数列，则 d = （5分）
A. 2 B. 4 C. 6 D. 8

【答案】B

解法一（奇偶性锁定 +验证存在） 各行塔数为 1, 3, 3, 5, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19，总和 = 108。设 6

个组和构成首项 t1、公差 d的等差数列，则

6t1 +
6 · 5
2

d = 108 ⇒ 2t1 + 5d = 36.

所有塔数为奇数，故任意两数之和为偶数，每个组和都是偶数 ⇒ t1 为偶。代入选项：d = 2 ⇒
t1 = 13（奇，舍）；d = 4 ⇒ t1 = 8（偶，存）；d = 6 ⇒ t1 = 3（奇，舍）；d = 8 ⇒ t1 = −2 <

0（舍）。仅 d = 4可行，此时组和为 8, 12, 16, 20, 24, 28，给出可行分组

1 + 7 = 8, 3 + 9 = 12, 3 + 13 = 16, 5 + 15 = 20, 5 + 19 = 24, 11 + 17 = 28,

恰好用尽全部 12个数。
解法二（总和定中心） 6个组和总和为 108，平均数（中心）=

108

6
= 18，故组和对称分布于 18

两侧：18± 1
2d, 18±

3
2d, 18±

5
2d。由“组和为偶 +各项为正”仅 d = 4满足。

评价：先用不变量（总和、奇偶性）把参数锁死，再举一组配对验证存在性⸺这是“组合配对型
选择题”的通法；存在性往往因配对自由度大而自然满足。

8. 设 U = {(x1, x2, x3) | xi ∈ {−2,−1, 1, 2}, i = 1, 2, 3} 为空间中 64 个点构成的集合，点
P (1, 1, 1)，记样本空间 Ω = ∁U{P}．从 Ω 中随机取一个点，定义随机变量 X 如下：对 Ω 中的
每个点 A(x1, x2, x3)，令 X(A) = x1 + x2 + x3，则 X 的数学期望为 （5分）
A. − 1

21
B. − 1

63
C. 0 D. 1

7

【答案】A

解法一（整体求和 −删点修正） 在全集 U 上每个坐标独立、等可能取 {−2,−1, 1, 2}，由 (−2) +

(−1) + 1 + 2 = 0，故对 U 求和
∑
A∈U

X(A) = 3× 16× 0 = 0。删去 P = (1, 1, 1)（X(P ) = 3）后

∑
A∈Ω

X(A) = 0− 3 = −3, |Ω| = 63, E(X) =
−3

63
= − 1

21
.

解法二（中心对称配对） U 关于原点中心对称：点 A 与 −A 成对，X(A) + X(−A) = 0，全
部抵消。仅删去 P = (1, 1, 1) 后，其配对点 −P = (−1,−1,−1) 落单，贡献 X(−P ) = −3，故
E(X) =

−3

63
= − 1

21
．

解法三（列分布列） 由对称性，在 U 上 P (X = t) = P (X = −t)。X(A) = x1 + x2 + x3 取值
{±6,±5,±4,±3,±2,±1, 0}。删去 P = (1, 1, 1)（X = 3）只破坏 X = 3与 X = −3的对称：在 U

中X = 3的点为 (1, 1, 1), (2, 2,−1)的全排列等共 4个，删去 (1, 1, 1)后满足X = 3的点剩 3个，而
满足 X = −3的点仍有 4个；其余各对仍对称相消，故

E(X) = (−3) · 4

63
+ 3 · 3

63
=

−12 + 9

63
= − 1

21
.
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评价：解法一（线性性加总和）最简便，解法二（对称配对）也很快，三种方法结果一致。
【背景深挖】 （1）期望的线性性。EU (X) = E(x1)+E(x2)+E(x3) = 3E(xi)，xi在 {−2,−1, 1, 2}
上等概率取值，均值为 0，故全集上 EU (X) = 0。
（2）删一个点后的期望。EΩ(X) =

|U |EU (X)−X(P )

|U | − 1
=

64 · 0− 3

63
= − 1

21
。从一个对称总体里

去掉单个点，结果就由这个点的取值决定。
（3）对称配对。把每个坐标变号，点 A与 −A成对，X(A) +X(−A) = 0；只有 P = (1, 1, 1)的
对称点 −P = (−1,−1,−1)未被删去，留下 −3的贡献。

二、多项选择题（本题共 3小题，每小题 6分，共 18分．全部选对得 6分，部分选对得
部分分，有选错得0分．）

9. 设 z = 3 + 2i，则 （6分）
A. z̄ = 3− 2i B. |z| = 5 C. z2 = 5 + 12i D. z + 3

z − i
∈ R

【答案】ACD

解法（逐项验证） A：z̄ = 3− 2i，正确。 B：|z| =
√
32 + 22 =

√
13 ̸= 5，错误。

C：z2 = (3 + 2i)2 = 9 + 12i+ 4i2 = 5 + 12i，正确。
D：z + 3

z − i
=

6 + 2i

3 + i
=

(6 + 2i)(3− i)

(3 + i)(3− i)
=

18− 6i+ 6i− 2i2

10
=

20

10
= 2 ∈ R，正确。

评价：判断复数是否为实数，关键是化简（分母实数化）后看虚部是否为 0；|z|取模别漏开方。

10. 在空间中，A,B 为两定点，动点 C 到直线 AB 的距离为 2，动点 D到直线 AB 的距离为 1，
若二面角 C‑AB‑D为 60◦，则 （6分）
A. ∠CAD ≥ 60◦ B. CD ≥

√
3

C. 当 AB ⊥ CD时，CD ⊥平面 ABD D. 当 AB ⊥平面 ACD时，AC ⊥ AD

【答案】BC

解法一（建系：以 AB 为 x 轴） 设 A 为原点，C,D 的垂直分量在与 AB 垂直的平面内、夹角
60◦，取

C = (c, 2, 0), D =
(
e, 12 ,

√
3
2

)
, c, e ∈ R (垂足位置自由).

B：CD2 = (c− e)2+
(
2− 1

2

)2
+
(√

3
2

)2
= (c− e)2+

9

4
+

3

4
= (c− e)2+3 ≥ 3，故 CD ≥

√
3（c = e

4
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取等）。正确。
A：cos∠CAD =

−→
AC ·

−−→
AD

|
−→
AC| |

−−→
AD|

=
ce+ 1√

c2 + 4
√
e2 + 1

。令 c = e → +∞，该值→ 1，即 ∠CAD → 0◦ <

60◦。错误。
C：AB ⊥ CD ⇒ CD 的 x 分量为 0 ⇒ e = c，此时 −−→

CD =
(
0,−3

2
,

√
3

2

)
。平面 ABD 含 x 轴与

−−→
AD =

(
c, 12 ,

√
3
2

)，法向量 n⃗ = (1, 0, 0) ×
(
c, 12 ,

√
3
2

)
=

(
0,−

√
3
2 , 12

)。由 −−→
CD =

√
3 n⃗知 CD ∥ n⃗，即

CD ⊥平面 ABD。正确。
D：AB ⊥ 平面 ACD ⇒ AC ⊥ AB, AD ⊥ AB ⇒ c = e = 0，此时 −→

AC = (0, 2, 0),
−−→
AD =(

0, 12 ,
√
3
2

)，−→
AC ·

−−→
AD = 1 ̸= 0（夹角恰为 60◦），故 AC ̸⊥ AD。错误。

解法二（降维：垂直于棱 AB 的截面） 把二面角化为垂直于棱的截面角：截面内 C,D的“半径”
长分别为 2, 1、夹角 60◦，故 |⃗c− d⃗|2 = 22+12−2 ·2 ·1 cos 60◦ = 3，CD2 = (沿棱位移)2+3 ≥ 3（B
对）；AB ⊥ CD 时 C,D 在棱方向无错位，截面内 (d⃗ − c⃗) · d⃗ = |d⃗|2 − c⃗ · d⃗ = 1 − 1 = 0 给出
CD ⊥ AD，又 CD ⊥ AB，故 CD ⊥平面 ABD（C对）。
评价：“到直线距离 +二面角”最有效的处理是“先固定二面角骨架、垂足位置设自由参数”，
把四个命题统一为代数（点乘、叉乘、取极限）判断；几何作图法（截面角 +余弦定理）适合B、
C的速判。

11. 已知圆 C1 : (x + 1)2 + y2 = 1，C2 : (x − 1)2 + y2 = 1，C3 : x2 + (y −
√
3)2 = 1，直线

l : y = kx+ b与 C1, C2, C3 均有两个交点，记所得弦长分别为 s1, s2, s3，则 （6分）
A. k可以取任意实数

B. 满足 s1 = s2 = s3 的直线 l共有 3条

C. 满足 s1 + s2 + s3 = 3的直线 l多于 3条

D. 当 b = 0时，s1 + s2 + s3 的最大值为 2
√
21

3

【答案】BCD

解法（统一为“圆心到直线距离”） 三圆心 O1(−1, 0), O2(1, 0), O3(0,
√
3)构成边长 2的正三角形

（两两外切），半径均为 1。设圆心到 l的距离为 di，则 si = 2
√
1− d2i，且需 di < 1。

A：将 l 写成 kx − y + b = 0。三圆均交于两点⇔三圆心在 l 法向上的投影极差 < 2
√
k2 + 1。当

k = ± 1√
3
（沿三角形某边方向）时极差恰等于 2

√
k2 + 1，只能相切，做不到三圆各两交点，故 k

不能取任意实数。错误。
B：半径相等，s1 = s2 = s3 ⇔ d1 = d2 = d3 ⇔ l到三顶点等距⇔ l是正三角形的三条中位线，且
此时 di =

√
3

2
< 1合法，恰 3条。正确。

D：b = 0时 l : y = kx过原点，d1 = d2 =
|k|√
k2 + 1

, d3 =

√
3√

k2 + 1
。令 t =

1√
k2 + 1

∈ (0, 1]，则
1− d21 = t2、1− d23 = 1− 3t2，于是

S = s1 + s2 + s3 = 2t+ 2t︸ ︷︷ ︸
s1+s2

+2
√
1− 3t2︸ ︷︷ ︸
s3

= 4t+ 2
√

1− 3t2.

5
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令 u =
√
3 t, v =

√
1− 3t2，则 u2 + v2 = 1，由柯西不等式

S =
4√
3
u+ 2v ≤

√(
16
3 + 4

)
(u2 + v2) =

√
28
3 =

2
√
21

3
,

当 t =
2√
21
（合法）时取等。正确。

C：仍取过原点的直线，令 S = 4t + 2
√
1− 3t2 = 3，平方整理得 28t2 − 24t + 5 = 0，解得

t =
1

2
或 t =

5

14
，对应 k = ±

√
3或 k = ±

√
171

5
；再加上 B 中的中位线 y =

√
3

2
（此时三距离均

√
3
2 ，S = 3），满足 s1 + s2 + s3 = 3的直线已不止 3条。正确。
评价：“三圆心成正三角形、两两外切”是题眼。弦长统一写成 2

√
1− d2 后，等弦⇔等距⇔中

位线；可行斜率⇔投影极差约束；最值⇔柯西换元。判断C这类“解的条数”问题，务必先界定
S 的取值范围再下结论。
【背景深挖】 （1）把弦长之和投影化。三圆半径相等，圆心 O1, O2, O3 构成正三角形。直线 l在
每个圆上截得的弦长由圆心到 l 的距离决定，于是三弦长之和可写成圆心在 l 法方向上投影的函
数。
（2）用柯西不等式求最值。D 中 S =

4√
3
u + 2v（u2 + v2 = 1）在 (u, v)与 (

4√
3
, 2
)同向时取最

大，最大值为 (
4√
3
, 2
)的模 2

√
21

3
。

（3）等弦对应的方向。半径相等时三弦相等，等价于 l到三个圆心距离相等。平面内到正三角形
三顶点等距的直线是三条中位线，它们各平行于一边，这正对应使弦长可比较的特殊斜率。

三、填空题（本题共3小题，每小题5分，共15分．）

12. 双曲线 5x2 − 6y2 = 1的离心率为 ． （5分）

【答案】
√
66

6

解法（化标准式） 化为 x2

1/5
− y2

1/6
= 1，则 a2 =

1

5
, b2 =

1

6
，双曲线 c2 = a2 + b2 =

11

30
，

e =

√
c2

a2
=

√
11/30

1/5
=

√
11

6
=

√
66

6
.

评价：标准化要看清是双曲线（c2 = a2 + b2，与椭圆 c2 = a2 − b2 相反）；e =
√

1 + b2

a2
=

√
11
6 亦

可直接得到。

13. 已知 f(x) = 2 sin(ax + θ) (a ∈ Z, 0 ≤ θ < 2π)是偶函数，且在
(
0,

π

2

)
上单调递增，则 θ =

，f
(2π

3

)
= ． （5分）

【答案】θ =
3π

2
， f

(2π
3

)
= 1

解法（奇偶→单调性筛选） 展开 f(x) = 2 sin(ax) cos θ + 2 cos(ax) sin θ，偶函数要求奇部系数
为零，即 cos θ = 0；又 0 ≤ θ < 2π，故 θ =

π

2
或 3π

2
。

6

锦宏教育微信公众号：jh985211          锦宏教育客服微信：18117901643



‧ θ =
π

2
：f = 2 cos(ax)，在 x = 0处取极大值，不可能在 (

0, π2
)上递增，舍。

‧ θ =
3π

2
：f = −2 cos(ax)，f ′(x) = 2a sin(ax)。要在 (

0, π2
)上 f ′ > 0，须 0 < |a|x < |a|π2 ≤

π，即 |a| ≤ 2；结合 a ∈ Z得 a = ±1,±2。
故 θ =

3π

2
。又 f

(2π
3

)
= −2 cos

(
a · 2π

3

)
，对 a = ±1,±2均有 cos

(
a · 2π

3

)
= −1

2
，故 f

(2π
3

)
=

1（唯一确定）。
评价：偶函数条件⇔“正弦项（奇部）系数为 0”；单调性再把 θ = π

2 淘汰。注意 a虽不唯一，
但 f(2π3 )因 cos(±2π

3 ) = cos(±4π
3 ) = −1

2 而唯一。

14. 设实数 q满足：存在数列 {an}，使对任意 n ∈ N∗均有 a1 + a2 + · · ·+ a3n = n2 + n，且 {an}
中有某连续 9项 ak, ak+1, . . . , ak+8 是公比为 q的等比数列，则 q的最大值为 ． （5
分）

【答案】 3

√
3

2

(
=

3
√
12

2

)

解法（差分得“块和”+窗口计数） 由 S3n = n2 + n作差，第 n个“三连块”之和
a3n−2 + a3n−1 + a3n = S3n − S3(n−1) = 2n,

即按 3项分块，第 n块和为 2n（隐藏的等差结构）。设连续 9项为 t, tq, . . . , tq8。长度 9的窗口落
在“按 3分块”的格点上，所含完整块数只能是 3（对齐）或 2（错位）：
‧ 对齐（含 3完整块，块号m,m+1,m+2）：tq0,3,6 ·(1+q+q2)分别等于 2m, 2(m+1), 2(m+2)，
得 q3 =

m+ 1

m
=

m+ 2

m+ 1
，导致 (m+ 1)2 = m(m+ 2)矛盾，不可能。

‧ 错位（恰含相邻 2完整块 p, p+1）：两块各为等比中相隔 3项的三项和，故 q3 =
2(p+ 1)

2p
=

p+ 1

p
。

要 q最大须 p最小。块号 1一旦完整必导致窗口对齐（被迫含 3块，已排除），故错位窗口能含的
最小完整块是第 2, 3块，此时 q3 =

T3

T2
=

6

4
=

3

2
，即

qmax = 3

√
3
2 .

（取 k = 2，令第 2, 3块为等比相邻六项，其余项自由调配补足块和即可实现。）
评价：分两步：其一，对 S3n差分得“第 n块和 = 2n”；其二，9项窗口在三分块格点上仅能“对
齐 3块”或“错位 2块”。对齐被等比性排除，错位给出 q3 = p+1

p ，p越小 q 越大；p = 1因被迫
对齐而不可达，故 pmin = 2，qmax = 3

√
3/2。

【背景深挖】 （1）差分还原块结构。题目只给出三倍下标的部分和 S3n，相邻相减得到“每连续
三项一块、块和成首项与公差均为 2的等差数列”，即第 n块之和为 2n。块内三项的分配仍是自
由的。
（2）为什么 q3 取不到 2。若想让公比满足 q3 = 2，需要某个长度 9的窗口恰好盖住前两块（和
2, 4）。但长度 9的窗口一旦从第 1项起算，就会同时盖住第 1, 2, 3三整块，与等比要求冲突，所
以上界只能到 3

2
。

（3）三个条件一起定上界。块和 = 2n 的整体约束、等比的局部结构、以及窗口对块的覆盖方
式，三者合起来给出 q3 =

p+ 1

p
≤ 3

2
。
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四、解答题（本题共5小题，共77分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．）

（1）证明：DE ∥平面 BCC1B1；
（2）设 CC1 = 2，直线 DE 与平面 ACC1A1 所成的角为 45◦，求直线 DE 到平面 BCC1B1

15. （13 分）如图，在直三棱柱 ABC‑A1B1C1 中，∠ACB = 90◦，AC = BC，D,E 分别为
AB, A1C1 的中点．

的
距离．

【答案】（1）见证明； （2）距离为 2

解法一（建系，向量统一处理） 以 C 为原点，CA,CB,CC1 为 x, y, z 轴。设 AC = BC =

a, CC1 = h，则
C(0, 0, 0), A(a, 0, 0), B(0, a, 0), A1(a, 0, h), C1(0, 0, h),

D =
(a
2
,
a

2
, 0
)
，E =

(a
2
, 0, h

)
，从而 −−→

DE =
(
0,−a

2
, h

)
。

(1) 平面 BCC1B1 即 x = 0，法向量 m⃗ = (1, 0, 0)。由 −−→
DE · m⃗ = 0 知 −−→

DE ⊥ m⃗，且 D 的横坐标
a
2 ̸= 0（D /∈平面），故 DE ∥平面 BCC1B1。
(2)取 h = CC1 = 2，则 −−→

DE =
(
0,−a

2 , 2
)。平面 ACC1A1 即 y = 0，法向量 n⃗ = (0, 1, 0)。由线面

角
sin 45◦ = |

−−→
DE · n⃗|
|
−−→
DE|

=
a/2√

a2/4 + 4
=

√
2

2
⇒ a2/4

a2/4 + 4
=

1

2
⇒ a2 = 16, a = 4.

DE ∥平面 BCC1B1 (x = 0)，距离等于 DE 上任意点的横坐标，d =
a

2
= 2．

解法二（纯几何：中位线 +平行四边形） (1)取 BC 中点 F。在 △ABC 中 DF 为中位线，DF ∥
AC 且 DF = 1

2AC；又 E 为 A1C1 中点，EC1 ∥ AC 且 EC1 = 1
2A1C1 = 1

2AC。故 DF ∥ EC1 且
DF = EC1，DFC1E 为平行四边形，DE ∥ FC1。而 FC1 ⊂平面 BCC1B1，DE ̸⊂该平面，故
DE ∥平面 BCC1B1。
(2)由 DE ∥ FC1，所求距离即 D 到平面 BCC1B1 的距离 DF。直三棱柱中 CC1 ⊥平面 ABC 故
CC1 ⊥ BC，又 AC ⊥ BC，故 BC ⊥平面 ACC1A1；由 DF ∥ AC 得 DF ⊥平面 BCC1B1，且
DF = 1

2AC = a
2。再由线面角 45◦ 算得 a = 4，故距离 DF =

a

2
= 2．

评价：两条注意：其一，E 取 A1C1 中点，故平行的是 FC1（F 为 BC 中点）而非 BC1，切勿误
判；其二，CC1 = 2时由 sin 45◦ 解得 a = 4，距离 a

2 = 2。建系法把“平行 / 线面角 / 距离”统一
为内积，最稳健。

16. （15 分）已知在△ABC 中，AB = 3, BC = 2
√
3, cosB =

√
3

3
．

（1）求 cosA；
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（2）设 D,E 满足：D在 BA的延长线上，DE ∥ BC，AE ⊥ AC．若 DE =
√
6，求 CE．

【答案】（1）cosA =
1

3
； （2）CE = 3

√
5

(1)（余弦定理） AC2 = AB2+BC2−2AB ·BC cosB = 9+12−2 ·3 ·2
√
3 ·

√
3

3
= 21−12 = 9，

故 AC = 3。再由余弦定理

cosA =
AB2 +AC2 −BC2

2AB ·AC
=

9 + 9− 12

2 · 9
=

1

3
.

(2)由 cosA =
1

3
得 sinA =

2
√
2

3
，且 AB = AC = 3（等腰）。

解法一（坐标法） 令 A = (0, 0)，AC 沿 x 轴，C = (3, 0)。由 AE ⊥ AC，E 在 y 轴上，设
E = (0, e)；B = (3 cosA, 3 sinA) = (1, 2

√
2)（可验 BC = 2

√
3）。D 在 BA 延长线上：D =

(−t,−2
√
2 t) (t > 0)。由DE ∥ BC（−−→

BC = (2,−2
√
2)），E = D+ λ

−−→
BC，由 Ex = 0得 λ =

t

2
，于

是
−−→
DE = λ

−−→
BC = (t,−

√
2 t), DE =

√
3 t =

√
6 ⇒ t =

√
2.

故 E =
(
0, −2

√
2 t− 2

√
2λ

)
= (0,−6)，CE =

√
(3− 0)2 + (0 + 6)2 =

√
45 = 3

√
5．

解法二（解三角形，作高线） 取 BC 中点 O，延长 OA 交直线 DE 于 H。△ABC 等腰（AB =

AC），AO ⊥ BC，AO =
√
AC2 −OC2 =

√
9− 3 =

√
6，且 tan A

2
=

OC

OA
=

√
3√
6
=

√
2

2
。DE ∥

BC 故 AH ⊥ DE；设 HA = m，在 △HAD 中 tan∠HAD = tan A

2
=

HD

m
⇒ HD =

√
2

2
m。

又 ∠HAE = π − π

2
− A

2
，tan∠HAE =

1

tan A
2

=
√
2 ⇒ HE =

√
2m。由 DE = HE − HD =

√
2m−

√
2

2
m =

√
2

2
m =

√
6 ⇒ m = 2

√
3。最后在直角梯形中

CE =
√
OH2 + (HE −OC)2 =

√(
2
√
3 +

√
6
)2

+
(
2
√
6−

√
3
)2

= 3
√
5.

解法三（仿射 / 向量） 由 DE ∥ BC 写 E = D + λ(C − B)，再用 AE ⊥ AC（即 E 在过 A

垂直 AC 的直线上）锁定 λ，最后由 |DE| =
√
6 定 t。在 △ACE 中 ∠EAC = 90◦，故 CE =√

AC2 +AE2 =
√
9 + 36 = 3

√
5（其中 AE = |Ey| = 6）。

评价：(1) 标准余弦定理两用。(2) 三种解法各有侧重：坐标法最直接，解三角形法用到 tan A
2

与作垂线，向量法体现 DE ∥ BC 的平移关系。注意 AE ⊥ AC 把 CE 化为直角三角形斜边√
AC2 +AE2。

17. （15 分）设整数 N ≥ 2，某同学用一个球投篮，至多投 N 次，当且仅当投中 1次或 N 次均
未中时停止．每次投中概率为 p (0 < p < 1)，各次独立．记 X 为停止时的投篮次数．
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（1）当 N = 4, p =
1

3
时，求 X 的分布列；

（2）设 k,m为自然数：（i）当 k ≤ N − 1时求 P (X > k)；（ii）当 k +m ≤ N − 1时证明
P (X > k +m | X > k) = P (X > m)．

【答案】（1）见分布列； （2）(i) P (X > k) = (1− p)k；(ii) 见证明

(1) 记 q = 1 − p =
2

3
。X = j (1 ≤ j ≤ 3)表示前 j − 1次未中、第 j 次中；X = 4表示前 3次未

中（第 4次中否都停）：

P (X=1) =
1

3
, P (X=2) =

2

3
· 1
3
=

2

9
, P (X=3) =

(2
3

)2 1

3
=

4

27
, P (X=4) =

(2
3

)3
=

8

27
.

分布列：

X 1 2 3 4

P
1

3

2

9

4

27

8

27

（校验： 9

27
+

6

27
+

4

27
+

8

27
= 1。P (X=4) = q3p+ q4 = q3(p+ q) = q3 =

8

27
。）

(2)(i) k ≤ N − 1 时 {X > k} 表示前 k 次全部未中（尚未到上限，仍在继续），各次独立，故
P (X > k) = (1− p)k．
(2)(ii) 当 k + m ≤ N − 1 时，P (X > k + m) = (1 − p)k+m，P (X > k) = (1 − p)k，且 {X >

k +m} ⊂ {X > k}，于是

P (X > k +m | X > k) =
P (X > k +m)

P (X > k)
=

(1− p)k+m

(1− p)k
= (1− p)m = P (X > m).

评价：在触顶（第 N 次）之前，X 与“首次成功的等待时间”同分布，本质是几何分布。{X >

k} ⇔“前 k 次皆败”，概率 (1 − p)k 只依赖失败次数，故有无记忆性；条件 k +m ≤ N − 1保证
两端都在“未触顶”区间内，使指数公式严格成立。

18. （17 分）已知椭圆 C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b > 0)的左焦点为 F (−1, 0)，离心率为 1

2
．

（1）求 C 的方程；
（2）设 O为原点，过 F 且斜率大于 0的动直线 l交 C 于 P,Q（Q在第三象限），直线 PO与

C 的另一交点为 R．（i）若 S△PQR = 3S△PFO，求 l的方程；（ii）求 tan∠PQR的最小值．

【答案】（1）x2

4
+

y2

3
= 1； （2）(i) y =

√
5

2
(x+ 1)； (ii) 最小值 4

√
3

10
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(1) c = 1，e =
c

a
=

1

2
⇒ a = 2，b2 = a2 − c2 = 3，故 C :

x2

4
+

y2

3
= 1．

设 l : y = k(x+ 1) (k > 0)，代入椭圆得 (3 + 4k2)x2 + 8k2x+ 4k2 − 12 = 0，由韦达定理

xP + xQ =
−8k2

3 + 4k2
, xPxQ =

4k2 − 12

3 + 4k2
.

由椭圆关于中心 O对称，R = −P，即 R(−xP ,−yP )，O为 PR中点。
(2)(i)
解法一（面积比 → 焦半径） O 为 PR 中点 ⇒ S△PQR = 2S△OPQ；P, F,Q 共线 ⇒

S△PFO

S△OPQ
=

PF

PQ
。由 S△PQR = 3S△PFO 得 2S△OPQ = 3 · PF

PQ
S△OPQ，即 PF

PQ
=

2

3
，故 PF = 2FQ。用左焦点

焦半径 r = a+ ex = 2 +
x

2
：

PF = 2 +
xP
2
, QF = 2 +

xQ
2
, PF = 2QF ⇒ xP − 2xQ = 4;

又 F 内分 PQ且 −−→
FP = −2

−−→
FQ ⇒ xP + 1 = −2(xQ + 1) ⇒ xP + 2xQ = −3。联立得 xP =

1

2
, xQ =

−7

4
。于是 y2P = 3

(
1−

x2P
4

)
=

45

16
, yP =

3
√
5

4
，yQ = −3

√
5

8
，斜率

k =
yP − yQ
xP − xQ

=
3
√
5

4 + 3
√
5

8
1
2 + 7

4

=
9
√
5/8

9/4
=

√
5

2
,

故 l : y =

√
5

2
(x+ 1)．

解法二（坐标面积 + 韦达消元） S△PQR = k|xP − xQ|，S△PFO =
|yP |
2

=
k(xP + 1)

2
，面积

比为 3 给出 2(xP − xQ)

xP + 1
= 3，即 xP + 2xQ = −3。令 u = k2，结合 xP + xQ =

−8u

3 + 4u
解得

xP =
9− 4u

3 + 4u
, xQ =

−9− 4u

3 + 4u
，代入 xPxQ =

4u− 12

3 + 4u
得 u =

5

4
，故 k =

√
5

2
．

(2)(ii)
解法一（点差法求斜率积） 记 k = kPQ，m = kQR =

yP + yQ
xP + xQ

。P,Q均在椭圆上，作差

(xP − xQ)(xP + xQ)

4
+

(yP − yQ)(yP + yQ)

3
= 0 ⇒ 1

4
+

k ·m
3

= 0 ⇒ km = −3

4
,

即m = − 3

4k
（这正是椭圆“共轭直径斜率积 = − b2

a2
”）。于是

tan∠PQR =

∣∣∣∣ k −m

1 + km

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣k + 3

4k

1− 3
4

∣∣∣∣∣ = 4k +
3

k
≥ 2

√
12 = 4

√
3,

等号当 4k =
3

k
即 k =

√
3

2
时取得（此时 Q仍在第三象限，合法）。

解法二（向量叉积 / 点积） −−→
QP = (xP − xQ)(1, k)，−−→

QR = (−xP − xQ,−yP − yQ)。利用 R = −P

与 y = k(x+ 1)，整理得

tan∠PQR =
|
−−→
QP ×

−−→
QR|

−−→
QP ·

−−→
QR

=
3 + 4k2

k
=

3

k
+ 4k ≥ 4

√
3,
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同样在 k =

√
3

2
取等。故 (tan∠PQR)min = 4

√
3．

评价：(i) 两条思路：用 R = −P 把 S△PQR 化为 2S△OPQ，用焦半径 r = a + ex（线性于 x）把焦
点弦条件化为关于 xP , xQ的线性方程组，即可求出斜率。(ii) 点差法直接得 kPQ · kQR = −3

4，把张
角 tan 化为单变量 4k + 3

k，均值不等式收口。
【背景深挖】 （1）中心对称 R = −P 的用法。由 R = −P 知 O 是 PR的中点，于是 S△PQR =

2S△OPQ，叉积、点积也都成对出现，面积与张角的计算都能借此简化。
（2）焦半径与焦点弦。左焦点焦半径 r = a+ ex对 x是线性的，处理焦点弦的分点比很方便；写
成极坐标 r =

b2/a

1− e cos θ 后，
PF

QF
=

1 + e cos θ
1− e cos θ，配合 PF = 2FQ即可定出 cos θ。

（3）一条弦与其中点直径的斜率积。对椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1，弦 PQ与“过其中点的直径”的斜率

之积恒为 − b2

a2
。本题中 R = −P，QR恰是这条直径，故 kPQ · kQR = −3

4
，二元最值随之化为一元

4k +
3

k
。

19. （17 分）函数 f(x)定义域为 R，当 x < 0时 f(x) = 2x．对任意 x0 ∈ R，记 D(x0) = {d ∈
R | f(x0 + d) > f(x0)}．
（1）若当 x ≥ 0时 f(x) = 1− x，求 D(−1)；
（2）若 f 为奇函数，f(x1) ≤ f(x2)且 x1x2 ̸= 0，证明 D(x2) ⊆ D(x1)；
（3）设 f 满足： 1⃝若 f(x1) ≤ f(x2)则 D(x2) ⊆ D(x1)； 2⃝当 0 < x < 1时 f(x) < f(0)．证

明：(i) f(0) ≥ 1；(ii) f 在 (0,+∞)上单调递增．

【答案】（1）D(−1) =
(
0,

3

2

)
； （2）(3) 见证明

(1) f(−1) = 2−1 =
1

2
。令 u = −1 + d，需 f(u) >

1

2
。

‧ u < 0：2u >
1

2
= 2−1 ⇔ u > −1，得 −1 < u < 0；

‧ u ≥ 0：1− u >
1

2
⇔ u <

1

2
，得 0 ≤ u <

1

2
。

合并 u ∈
(
− 1,

1

2

)
，即 d = u+ 1 ∈

(
0,

3

2

)
。故 D(−1) =

(
0,

3

2

)
．

(2) f 奇且 x < 0时 f(x) = 2x，故 f(0) = 0，x > 0时 f(x) = −2−x。先求 x0 ̸= 0时的 D(x0)：

x0 < 0 : D(x0) = (0,−x0); x0 > 0 : D(x0) = (−∞,−x0] ∪ (0,+∞).

（x0 < 0时 f(x0) ∈ (0, 1)，仅当 x0 + d < 0且右移时增大，得 0 < d < −x0；x0 > 0时 f(x0) =

−2−x0 < 0，移到 (−∞, 0]处 f ≥ 0更大，正半轴内右移亦更大。）按符号讨论 f(x1) ≤ f(x2)：
‧ x1, x2 < 0：⇔ x1 ≤ x2，(0,−x2) ⊆ (0,−x1)，即 D(x2) ⊆ D(x1)；
‧ x1, x2 > 0：⇔ x1 ≤ x2，(−∞,−x2] ⊆ (−∞,−x1]，故 D(x2) ⊆ D(x1)；
‧ x1 > 0, x2 < 0：此时 f(x1) < 0 < f(x2)自然成立，D(x2) = (0,−x2) ⊆ (0,+∞) ⊆ D(x1)。
（x1 < 0 < x2 时 f(x1) > 0 > f(x2)，与 f(x1) ≤ f(x2)矛盾，不出现；条件 x1x2 ̸= 0恰排除退
化。）故恒有 D(x2) ⊆ D(x1)。
(3)(i) 反设 f(0) < 1。因 2u → 1 (u → 0−)，可取 u < 0 使 2u > f(0)，即 f(0) < f(u)；再
取 0 < h < min{−u, 1}，则 u + h < 0，f(u + h) = 2u+h > 2u = f(u)，故 h ∈ D(u)。由
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1⃝（f(0) ≤ f(u)）得 D(u) ⊆ D(0)，于是 h ∈ D(0)，即 f(h) > f(0)。但 0 < h < 1，由 2⃝ 有
f(h) < f(0)，矛盾。故 f(0) ≥ 1．
(3)(ii) 先由负半轴 2x 提炼两条“门槛”：
‧ 右移门槛：∀h > 0，若 f(x) < 2−h，则 f(x+ h) > f(x)。
证：取 u < −h 且 2u > f(x)（因 f(x) < 2−h 可办到），则 f(u) = 2u > f(x)，由 1⃝ 得
D(u) ⊆ D(x)；又 u + h < 0，f(u + h) = 2u+h > 2u = f(u)，故 h ∈ D(u) ⊆ D(x)，即
f(x+ h) > f(x)。

‧ 左移门槛：若 f(x) > 0，则 ∀h > 0，f(x− h) ≤ f(x)。
证：取 u < 0使 2u ≤ f(x)，则 f(u) ≤ f(x)，由 1⃝得 D(x) ⊆ D(u)；而 f(u − h) = 2u−h <

2u = f(u)，即 −h /∈ D(u)，故 −h /∈ D(x)，即 f(x− h) ≤ f(x)。
第一步（0 < x < 1时 f(x) ≤ 0）：由 2⃝，f(0) > f(x)；在左移门槛中取该 x、h = x：若 f(x) > 0

则 f(0) = f(x− h) ≤ f(x)，与 f(0) > f(x)矛盾，故 f(x) ≤ 0。
第二步（∀x > 0, f(x) ≤ 0）：反设存在 a > 0 使 f(a) > 0。由左移门槛，f(0) ≤ f(a)，结合
(i) 得 f(a) ≥ 1。取 0 < t < min{a, 1}（由第一步 f(t) ≤ 0），再取 u < 0 使 2u < f(a)，令
v = t − a + u < u < 0。则 f(v) = 2v < 2u = f(u)，由 1⃝得 D(u) ⊆ D(v)；又位移 d = a − u > 0

满足 f(u+ d) = f(a) > 2u = f(u)，即 d ∈ D(u) ⊆ D(v)。于是 f(v + d) > f(v)，而 v + d = t，得
f(t) > f(v) = 2v > 0，与 f(t) ≤ 0矛盾。故正半轴恒有 f(x) ≤ 0。
第三步（严格递增）：任取 0 < x1 < x2，令 h = x2 − x1 > 0。由第二步 f(x1) ≤ 0 < 2−h，故
f(x1) < 2−h，由右移门槛得 f(x1 + h) > f(x1)，即 f(x2) > f(x1)。故 f 在 (0,+∞)上严格单调递
增。
评价：(2) 关键是先写清奇函数下 D(x)的精确形状，再按 x1, x2 符号分类。(3) 的关键是用负半轴
上的 2x 作参照，得到两条门槛规则：右移门槛保证“足够小的值必能右移上升”，左移门槛保证
“正值处不能左移上升”。先压住 (0, 1)、再压住整条正半轴 f ≤ 0，最后右移门槛一击得严格递
增。
【背景深挖】 （1）集合 D 的平移含义。记 S(c) = {y | f(y) > c}，则 D(x0) = S

(
f(x0)

)
− x0，

即把”函数值超过 f(x0)的点集”整体左移 x0。由 f(x1) ≤ f(x2)得 S(f(x2)) ⊆ S(f(x1))，这正是
条件 1⃝的来源。
（2）用负半轴的 2x 当参照。负半轴上 f = 2x 连续、严格增、可精确比较，所有门槛规则都在这
里取锚点 u < 0，再用 1⃝把正半轴上未知的 f 与已知的 2x 联系起来。
（3）从集合关系推单调。本题不直接比较函数值，而是比较集合 D：借助集合包含的传递与平
移，先得到正半轴上 f ≤ 0，再得到 f 严格递增。这种”由集合关系推出函数性质”的思路，是抽
象函数压轴题常见的处理方式。

13

锦宏教育微信公众号：jh985211          锦宏教育客服微信：18117901643


