
 

 

参考答案 

 

1．C 

【详解】由题意得 ( )( )   22 3 0 2A x x x=  − − = =Z ， 

   2 6 6 6B x x x x=  = −   ，则  2A B = . 

2．A 

【详解】因为
( )

( )( )

i 1 2ii 2 i 2 1
i

1 2i 1 2i 1 2i 5 5 5
z

− +
= = = = +

+ + −
 

所以
2 1

i
5 5

z = −  

所以
22 1 2 1 4 1 1

i i i
5 5 5 5 25 25 5

z z
  

 = + − = − =  
  

. 

3．B 

【详解】设等差数列 na 的公差为d ，等比数列 nb 的公比为q， 

在等差数列 na 中， 4 16S = ， 5 3 4a a− = ， 

所以有
1

1

24 6 16

12 4

da d

ad

=+ = 
 

== 
，故 ( )1 2 1 2 1na n n= + − = − ， 

所以 2 2 3b a= = ， 3 5 9= =b a ，则
9

3
3

q = = ，故
3 3

6 3 9 3 243b b q=  =  = . 

故选：B 

4．B 

【详解】由题意可得
0

3

0

120 e

270 e

k

k

N

N

 =


=
，所以

2

0

9
e

4

80

k

N


=


 =

，所以
29

80
4

t

y


 
 

=
 . 

由
29

80
4

t

y


 
 

=
 ，得

29
80 1000

4

t

 
  
 

， 

两边取自然对数得
29

ln 80 ln1000
4

t 
      

 

，所以
9

ln80 ln ln1000
2 4

t
+  ， 

所以 ( )ln80 ln9 ln4 ln1000
2

t
+ −  ， 

所以 ( )3ln2 ln10 2ln3 2ln2 3ln10
2

t
+ + −  ， 
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所以 ( )3ln2 ln10 ln3 ln2 3ln10t+ + −  ， 

所以
2ln10 3ln2 2 2.3 3 0.7

6.25
ln3 ln2 1.1 0.7

t
−  − 

 = =
− −

，即 6.25t  . 

所以最迟应在发现疫情后第 7 天启动． 

5．D 

【详解】 ( )
55( 33) xy yx− +  = + −  ，则其展开式通项为 ( )5

1 5C 3 ,0 5, N
rr r

rT x y r r−

+ = −    ， 

令 2r = ，则 5( 3)x y− + 的展开式中含 3x 的项为 

( )2 3 2 3 2 3 3 3 2

5C (3 ) 10 9 6 90 60 10x y x y y x x y x y− = − + = − + ， 

所以 3x y的系数为 60− ， 

故选：D． 

6．A 

【详解】因对任意  )1 2 1 2, 0, ,x x x x +  ，总有
1 2

1 2

( ) ( )
0

f x f x

x x

−


−
，可知 ( )f x 在 )0, + 上单调递减， 

又因 ( )f x 是定义在R上的偶函数，故 ( )f x 在 ( ,0)− 上单调递增， 

故 (2 1) ( ) (| 2 1|) (| |) | 2 1| | |f m f m f m f m m m−   −   −  ， 

两边取平方得 2 2(2 1)m m−  ，即 23 4 1 0m m− +  ，解得
1

3
m  或 1m  ， 

故不等式 (2 1) ( )f m f m−  的解集为
1

( , ) (1, )
3

−  + . 

7．B 

【详解】因为 1 2 2 6PF PF a+ = = ①， 

2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 22 cosPF PF PF PF F PF F F+ −  = ， 

即
2 2

1 2 1 2

8
12

5
PF PF PF PF+ − = ②，联立①②， 

解得：
2 2

1 2 1 2

20 68
,

3 3
PF PF PF PF= + = ， 

而 ( )1 2

1

2
PO PF PF= + ，所以 1 2

1

2
OP PO PF PF= = + ， 

即
2 2

1 2 1 1 2 2

1 1 1 68 4 20 5 3
2 2

2 2 2 3 5 3 3
PO PF PF PF PF PF PF= + = +  + = +   = . 

故选：B 

8．B 
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【详解】因对任意 ( l(0, n), ) xx f x  + 恒成立，即 ( )1
e ln

a x
ax x

+
+  在 (0, )+ 上恒成立 

变形得 ( 1)e ( 1) lna x a x x x+ + +  + 在 (0, )+ 上恒成立，即 ( 1) ln( 1) e ln ea x xa x x++ +  + 在 (0, )+ 上恒成立， 

设 ( ) exg x x= + ，则有 [( 1) ] (ln )g a x g x+   ，由 ( ) 1 e 0xg x = +  ，可知函数 ( )g x 在R 上单调递增， 

故得 ( 1) lna x x+  ，即
ln

1
x

a
x

+  在 (0, )+ 上恒成立， 

设
ln

( )
x

h x
x

= ，则
2

1 ln
( )

x
h x

x

−
 = ，当0 ex  时， ( ) 0h x  ，当 ex 时， ( ) 0h x  ， 

则函数 ( )h x 在 (0,e)上单调递增，在 (e,+ ) 上单调递减， 

故 ( )h x 在 ex= 时取得极大值，也是最大值为
1

e
， 

故得
1

1
e

a +  ，即实数 a 的最小值为
1

1
e
− . 

9．BCD 

【详解】将样本数据从小到大排序：5,6,6,6,7,7,7,8,8,10, 

选项 A，分位数位置： 10 70% 7i =  = ，因为 i 为整数，所以 70%分位数是第 7 项和第 8 项数据的平均值，

即分位数是
7+8

=7.5
2

，A 错误 

选项 B，极差=最大值-最小值=10-5=5，B 正确； 

选项 C，样本均值
5 6 6 6 7 7 7 8 8 10

7
10

x
+ + + + + + + + +

= = ，用样本均值估计总体均值，C 正确； 

选项 D，样本方差 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 22 1

5 7 3 6 7 3 7 7 2 8 7 10 7 1.8
10

s  = − +  − +  − +  − + − =
 

，D 正确. 

10．BD 

【详解】将函数 sin 2y x= 的图象向左平移
π

4
个单位长度，得到

π
sin 2 cos2

4
y x x

 
= + = 

 
， 

将所得图象上所有点的横坐标扩大为原来的 2 倍，得到函数 ( ) cosg x x= ， 

选项 A： ( ) cosg x x= 的对称轴为 ( )πx k k= Z ，
π

2
x = 不是它的对称轴，A 错误； 

选项 B： ( ) cosg x x= 的对称中心为 ( )
π

π,0
2

k k
 

+  
 

Z ，当 0k = 时，对称中心为
π

,0
2

 
 
 

，B 正确； 

选项 C： ( ) cosg x x= 的周期为2π，不是
π

2
，C 错误； 

选项 D：解不等式
1

cos
2

x  ，得： ( )
π π

2 π 2 π
3 3

k x k k− +   + Z ， 

所以不等式
1

( )
2

g x  的解集为 ( )
π π

2 π, 2 π
3 3

k k k
 
− + +  
 

Z ，D 正确. 

11．BCD 
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【详解】对于 A 选项，设H 是 1A D的中点，连接 ,HE HM ， 

由于M 是 1AC的中点，所以
1

// ,
2

HM CD HM CD= ， 

由于
1

// ,
2

BE CD BE CD= ，所以 // ,HM BE HM BE= ， 

所以四边形HEBM 是平行四边形，所以 //BM HE， 

所以 1AHE 是直线BM 与直线 1A D所成角（或其补角）. 

在三角形 1ADE中， 1

π

2
DAE =Ð ，所以 1

π

2
A HE  ，所以 A 选项错误. 

对于 B 选项，由于 2 2 22 2,CE DE CE DE CD= = + = ，所以CE DE⊥ ， 

设 ,F G 分别是 ,CD DE 的中点，连接 1 1, ,AG GF AF ，则GF 是三角形CDE的中位线， 

所以
1

// ,
2

GF CE GF CE= ，则GF DE⊥ ， 

而 1AG DE⊥ ，所以 1AGF 是平面 1ADE与平面DEBC所成二面角，即 1AGF  = . 

当 1

π

2
AGF  = = 时，平面 1ADE ⊥平面DEBC， 

此时，由于平面 1A DE 平面 1,DEBC DE AG DE= ⊥ ， 

所以 1AG ⊥平面DEBC，由于CE平面DEBC， 

所以 1AG CE⊥ ，由于 1,DE AG平面 1ADE， 1DE AG G = ， 

所以CE ⊥平面 1ADE，由于 1A E 平面 1ADE，所以 1CE AE⊥ ， 

所以 1A EC△ 面积的最大值为 1

1 1
2 2 2 2 2

2 2
CE AE  =   = ，B 选项正确. 

对于 C 选项，过 1A 作 1AO GF⊥ ，垂足为O，连接OE ， 

由上述分析可知： 1 ,DE AG DE GF⊥ ⊥ ，而 1 ,AG GF 平面 1AGF ， 

1AG GF G = ，所以DE⊥平面 1AGF ，由于 1AO平面 1AGF ， 

所以 1DE AO⊥ ，由于 ,GF DE 平面DEBC，GF DE G = ， 

所以 1AO⊥平面DEBC，所以 1AEO  = ， 

由于
1 1

1 1

sin ,sin
AO AO

AG A E
 = = ，而 1 12AE AG= ， 
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所以sin 2sin = ，所以 C 选项正确. 

对于 D 选项，三棱锥 1A EDC− 体积最大时，平面 1ADE ⊥平面EDC ， 

由于平面 1A DE 平面EDC DE= ，GF 平面EDC ，GF DE⊥ ， 

所以GF ⊥平面 1ADE，由于G 是 1Rt ADE△ 的外心，F 是Rt DEC△ 的外心， 

所以F 是三棱锥 1A EDC− 的外接球的球心， 

所以外接球的半径
1

2
2

R CD= = ，表面积为 24π 16πR = ，所以 D 选项正确.. 

 

12．4 

【详解】因 0, 0a b  ，则 2ab a b ab= +  ，整理得 ( )2 0ab ab −  ， 

解得 2ab  ，即 4ab  ，当且仅当 2a b= = 时取等， 

故当 2a b= = 时，ab 取得最小值为 4. 

13．5 2 4− / 4 5 2− +  

【详解】依题意可知 1C 的圆心坐标为 ( )2,3 ，半径 1 1r = ， 

2C 的圆心坐标为 ( )3,4 ，半径 2 3r = ， 

如图所示，对于 x轴上的任意一点P，由图象可知，求 PM PN+ 的最小值， 

可转化为求 1 1 2 2 1 2 4PC r PC r PC PC− + − = + − 的最小值． 
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由平面几何的知识易知 1C 关于 x轴对称的点 A的坐标为 ( )2, 3− ， 1PC PA= ， 

当 A，P， 2C 共线时， 2PA PC+ 取得最小值， 

即 1 2PC PC+ 取得最小值，最小值为 2 5 2AC = ， 

所以 PM PN+ 的最小值为5 2 4− ． 

故答案为：5 2 4− ． 

14．
61

25
/ 2.44  

【详解】法一：依题意， X 的可能取值为 1、2、3， 

总的选取可能数为 35 125= ， 

其中 1X = ：三次抽取同一球，选择球的编号有 5 种方式， 

故
5 1

( 1)
125 25

P X = = = ， 

2X = ：恰好两种不同球被取出（即一球出现两次，另一球出现一次）， 

选取出现两次的球有 5 种方式，选取出现一次的球有 4 种方式， 

其中选取出现一次球的位置有 3 种可能，故事件 2X = 的可能情况有5 4 3 60  = 种， 

故
60 12

( 2)
125 25

P X = = = ， 

3X = ：三种不同球被取出， 

由排列数可知事件 3X = 的可能情有况5 4 3 60  = 种， 

故
60 12

( 3)
125 25

P X = = = ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3E X P X P X P X=  = +  = +  =  

5 12 12 61
1 2 3

125 25 25 25
=  +  +  = . 

故答案为：
61

25
. 

法二：依题意，假设随机变量 iX ，其中 1,2,3,4,5i = ： 

其中
1, 3 ,

0, 3 ,
i

i
X

i


= 


这 次选取中球至少被取出一次

这 次选取中球一次都没被取出
，则

5

1

i

i

X X
=

= ， 

由于球的对称性，易知所有  iE X 相等， 
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则由期望的线性性质，得    
5 5

1 1

[ ] 5i i i

i i

E X E X E X E X
= =

 
= = = 

 
  ， 

由题意可知，球 i在单次抽取中未被取出的概率为
4

5
， 

由于抽取独立，三次均未取出球 i 的概率为 ( )
3

4 64
0

5 125
iP X

 
= = = 

 
， 

因此球 i至少被取出一次的概率为： ( )
64 61

1 1
125 125

iP X = = − = ， 

故  
61

125
iE X = ， 

所以  
61 61

[ ] 5 5
125 25

iE X E X= =  = . 

故答案为：
61

25
. 

15．(1) ( )6 2 = ， ( )10 4 = ， ( ) 13 2 3n n −=   

(2) ( )3
1 1

2 1
4 4

n

nS n += −  

(3)
2

27
   

【详解】（1）因为不超过正整数 6 且与 6 互素的正整数只有 1，5，所以 ( )6 2 = ， 

因为不超过正整数 10 且与 10 互素的正整数只有 1，3，7，9，所以 ( )10 4 = ， 

所有不超过正整数3n 的正整数有3n 个，其中与3n 不互素的正整数有1 3 ，2 3 ，3 3 ，L ， 

13 3n−  ，共 13n− 个， 

所以所有不超过正整数3n ，且与3n 互素的正整数的个数为 1 13 3 2 3n n n− −− =  个， 

即 ( ) 13 2 3n n −=  ； 

（2） ( ) 11
3 3

2

n n

na n n −=  =   

( )0 1 2 2 11 3 2 3 3 3 1 3 3n n

nS n n− −=  +  +  + + −  +  ， 

( )1 2 3 13 1 3 2 3 3 3 1 3 3n n

nS n n−=  +  +  + + −  +  ， 

两式相减得 

( )1 2 3 1 1
2 1 3 3 3 3 3 3 1 3

2

n n n n

nS n n−− = + + + + + −  = − −  ， 

( )3
1 1

2 1
4 4

n

nS n += − ； 
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（3）由（2）可知
( )2 1 1 14 1

3
2 1 2 1

3 nn

nnS

n n

− −− +

−
==

−
 

( )3 1 3 3 3
3

1 3 2 2

n

n

nT
−

=  −=
−

， 

3
2 3 0

2
nT n

 
 + − +  
 

得
2 2 3

3 3n

n


−
  恒成立， 

令
2 2 3

3 3
n n

n
b

−
=  ， 

则 1 1 1

2 2 1 2 2 3 2 4 8

3 3 3 3 3 3
n n n n n

n n n
b b+ + +

− − − +
− =  −  =  ， 

可得 2 1b b ；当 2n  时， 1n nb b+  ，当 2n = 时， 1n nb b+ = ， 

所以
2 2 3

3 3
n n

n
b

−
=  的最大值为 2 3

2

27
b b= = ， 

故
2

27
  . 

16．(1)
112

625
 

(2)分布列详见解析，数学期望为
82

25
 

【详解】（1）情况 1：在接下来的比赛中，甲连赢4局，则甲获胜， 

概率为
2 2 2 2 16

5 5 5 5 625
   = ； 

情况 2：在接下来的比赛中，甲赢3局，乙赢1局， 

概率为
3

3

4

2 3 96
C

5 5 625

 
  = 
 

. 

所以甲获得这次比赛胜利的概率为
16 96 112

625 625 625
+ = . 

（2） X 的可能取值为2,4， 

2X = 时，在接下来的比赛中，乙连赢2局， 

所以 ( )
3 3 9

2
5 5 25

P X = =  = ，则 ( )
9 16

4 1
25 25

P X = = − = ， 

所以 X 的分布列为： 

X  2  4  

P  
9

25
 

16

25
 

数学期望 ( )
9 16 82

2 4
25 25 25

E X =  +  = . 
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17．(1) e 1 0x y− + =  

(2) ( )g x 在 ( )0,1 单调递增． 

(3)（i）证明见解析；（ii）证明见解析 

【详解】（1） ( ) ( ) ( )ln 1h x xf x x= = + ，则 ( )
1

1
h x

x
 =

+
， ( )

1
e 1

e
h − = ， ( )e 1 1h − = ， 

所以 ( )h x 在点 ( )( )e 1, e 1h− − 处的切线方程为 ( )
1

1 e 1
e

y x − = − − ，即 e 1 0x y− + = ． 

（2） ( ) ( )
1

g x f x f
x

 
= +  

 
，则 

( ) ( )
( )

2 2

ln 1
1 1 1 11 ln 1

1

x
x

xg x f x f
x x x x x

− +
    += + − = − + +    

+   
 


 ， 

记 ( ) ( )
( )

2

ln 1
1 11 ln 1

1

x
x

xm x g x
x x x


− +

 += = − + +
+  

， 

故 ( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )
2

22
2

24 3

2 1
1 2 ln 1ln 1 2

1 11 1

11 1

x xx x
xx x x

x xx xm x
x xx

x

 +   + −−  − − +  −  + + +   = + + =
+ +

 

设 ( ) ( )
( )

( )
2

2 1
ln 1

1

x x
F x x

x

+
= + −

+
，则 ( )

( )

( )
3

1

1

x x
F x

x

−

+
 =  

当0 1x  时， ( ) 0F x  ， ( )F x 单调递减，所以 ( ) ( )0 0F x F = ，即 ( ) 0m x  ，所以 ( )g x 单调递减， 

所以 ( ) ( )1 0g x g  = ，故 ( )g x 在 ( )0,1 单调递增． 

（3）证明：（i）令 ( ) ( ) ( )ln 1 0
1

x
t x x x

x
= + − 

+
，则 ( )

( ) ( )
2 2

1 1
0

1 1 1

x
t x

x x x
= − = 

+ + +
 ， 

所以 ( )t x 在 ( )0, + 上单调递增，所以 ( ) ( )0 0t x t = ，即当 0x  时 ( ) 0t x  ， 

所以当 0x  时， ( )ln 1
1

x
x

x
+ 

+
； 

（ii）由（i）可知当 0x  时， ( )
1

1
f x

x


+
，故

( ) ( )
1 1 1

1
11

1

g x f x f
x x

x

 
= +  + = 

+  +
， 

由于 ( ) ( )
1

g x f x f
x

 
= +  

 
,则 ( )

1 1
g f f x

x x

   
= +   

   
，故 ( )

1
g x g

x

 
=  

 
， 

由（2）可知 ( )g x 在 ( )0,1 单调递增，
1

y
x

= 在 ( )1,+ 单调递减，故
1

g
x

 
 
 

在 ( )1,+ 单调递减，即 ( )g x 在 ( )1,+

单调递减， 

锦宏教育微信公众号：jh985211          锦宏教育客服微信：18117901643



 

故 ( ) ( )1 2ln2g x g = ，所以 ( )1 2ln2g x  ． 

18．(1) 2  

(2)（i） 2 22 1x y− = ；（ii）证明见解析 

【详解】（1）双曲线 E 的渐近线方程为
b

y x
a

=  ，若点 M 在双曲线 E 的渐近线上， 

则 1
b

a
= ，所以 21 ( ) 2

c b

a a
= + = ； 

（2）设 P，Q 的坐标分别为 1 1( , )x y ， 2 2( , )x y ，因为点 M 在双曲线 E 上， 

所以 2 2

1 1
1

a b
− = ， 

（i）因为 P，Q 在双曲线 E 上，所以
2 2 2 2

1 1 2 2

2 2 2 2
1, 1

x y x y

a b a b
− = − = ， 

作差可得 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

( )( ) ( )( )
0

x x x x y y y y

a b

+ − + −
− = ，即

2

1 2 1 2

2

1 2 1 2

( )

( )

y y b x x

x x a y y

− +
=

− +
， 

因为 M 是 OPQ△ 的重心，所以 1 2 1 20 0
1, 1

3 3

x x y y+ + + +
= = ，即 1 2 3x x+ = ， 1 2 3y y+ = ， 

又因为直线 PQ 的斜率为 2，所以
2

2

3
2

3

b

a


=


，即 2 22b a= ， 

代入 2 2

1 1
1

a b
− = 解得

2 21
, 1

2
a b= = ， 

所以双曲线 E 的方程为 2 22 1x y− = ； 

（ii）因为OP OQ⊥ ，直线 PQ 不可能垂直于 y 轴，所以设直线 PQ 的方程为 x my n= + ， 

代入
2 2

2 2
1

x y

a b
− = ，化简得 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 0b m a y b mny b n a b− + + − = ， 

所以
2 2 2 2 2

1 2 1 22 2 2 2 2 2

2
0, ,

b mn b n a b
y y y y

b m a b m a

−
  + = − =

− −
， 

因为OP OQ⊥ ，所以 1 2 1 2 0x x y y+ = ，即 1 2 1 2( )( ) 0my n my n y y+ + + = ， 

即
2 2

1 2 1 2( 1) ( ) 0m y y mn y y n+ + + + = ， 

化简得

2 2 2

2 2 2

2 2

1
1

1 11

n a b

m b a

a b

= = =
+ −

−
， 

所以原点到直线 PQ 的距离
2

| |
1

1

n
d

m
= =

+
，存在定圆 2 2 1x y+ = 与直线 PQ 相切. 
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19．(1) 60ACB =   

(2)（i）9π；（ii）
2 1

2

+
． 

【详解】（1）因为 2AD DB= ，所以 2ADC BDCS S=△ △ ， 

即
1 1

sin 2 sin
2 2

CA CD ACD CB CD BCD    =      ， 

若 DC 平分 ACB ，则sin sinACD BCD =  ，所以 2AC BC= . 

设 BC a= ，则 AC 2a= ， 

因为 2CD = ， 2AD= ，所以cos
2

a
ACD = . 

由cos cosACD BCD =  ，得
24 1

2 2 2 a

a a+
=

 

−
， 

解得 3a = ，即 3, 2 3BC AC= = . 

所以

2
2 2(2 3) 3 3 1

cos
22 2 3 3

ACB
+ −

= =
 

， 

又0 180ACB   ，所以 60ACB = ； 

（2）（i）设 BDC  = ，作 AO DC⊥ ，垂足为 O，所以PO DC⊥ ， 

因为平面PDC ⊥平面BDC ，平面PDC平面BDC DC= ，PO平面PDC ， 

所以 ⊥PO 平面 BDC. 

又 2sinPO AO = = ， 

所以
21 1 1 2 2

sin 2sin sin
3 3 2 3 3

BDCP BDC PO BDV CS D   − = =   =   △ ， 

当且仅当 90 = 时取最大值，此时BD CD⊥ ，PD BD⊥ ，即 BD，CD，PD 两两垂直， 

设三棱锥P BDC− 的外接球半径为 R，则 2 2 22 4 1 4 3R PD BD CD= + + = + + = ， 

所以三棱锥P BDC− 的外接球的表面积为 24π 9πR = ； 

（ii）如图，以OC 所在直线为 x 轴，OA所在直线为 y 轴，OP 所在直线为 z 轴，建立空间直角坐标系， 
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设 BDC ODA = = ，则 (0,2sin ,0)A  ， (3cos , sin ,0)B  − ， 

(2cos 2,0,0)C  + ， (0,0,2sin )P  ， (2cos ,0,0)D  ， 

则
(cos , sin ,0)

( 2cos ,0,2sin )

DB

DP

 

 

 = −


= −
， 

设平面 PBD 的一个法向量为 ( , , )n x y z= ，则
0

0

n DB

n DP

  =


 =
， 

所以
cos sin 0

2 cos 2 sin 0

x y

x z

 

 

− =

− + =

， 

   

令 sinx = ，则 cos , cosy z = = ， 

所以 (sin ,cos ,cos )n   = ， (2cos 2,0, 2sin )PC  = + − ， 

设直线 PC 与平面 PBD 所成角为，则 

2

| | 2sin
sin | cos , |

| | | | 8 8cos 1 cos

PC n
PC n

PC n




 


=  = =

 + +

2

2

1 cos

2 1 cos 1 cos



 

−
=

+ +
 

22

1 1 cos 2 1 cos

2 1 cos2 1 cos

 



− −
=  = 

++
，  

令 1 cost = − ，则cos 1 ,(0 2)t t = −   ， 

所以 2 2

1 cos 1 1 2 1

21 cos 2 2 22 2 22

t

t t
t

t





− +
= =  =

+ − + −+ −
，当且仅当 2t = 时取等号， 

所以
2 2 1 2 1

sin
2 2 2


+ +

  = ， 

故直线 PC 与平面 PBD 所成角的正弦值的最大值为
2 1

2

+
． 
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